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SMO Finalrunde 2010
erste Pr¬ufung - 12.M¬arz 2010

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Drei Spielsteine liegen auf der Zahlengeraden in ganzzahligen Punkten. In einem Zug
kann man zwei Steine ausw¬ahlen und einen davon um eins nach rechts, den anderen um
eins nach links verschieben. F¬ur welche Anfangspositionen kann man mit einer Folge
von Z¬ugen alle Spielsteine in einen Punkt schieben?

2. Sei ABC ein Dreieck mit Inkreismittelpunkt I und AB != AC. Der Inkreis ber¬uhre
die SeitenBC, CA bzw. AB bei D, E bzw. F . Sei M der Mittelpunkt von EF . Die
GeradeAD schneide den Inkreis beiP != D. Beweise, dassPMID ein Sehnenviereck
ist.

3. Sei n eine nat¬urliche Zahl. Bestimme die Anzahl Paare (a, b) nat¬urlicher Zahlen, f¬ur
die gilt

(4a " b)(4b" a) = 2010n.

4. Seienx, y, z > 0 reelle Zahlen mitxyz = 1. Beweise die Ungleichung

(x + y " 1)2

z
+

(y + z " 1)2

x
+

(z + x " 1)2

y
# x + y + z.

5. Betrachte die Eckpunkte eines regul¬aren n-Ecks und verbinde diese mit Seiten oder
Diagonalen irgendwie zu einem geschlossenen Streckenzug, der jede Ecke genau ein-
mal durchl¬auft. Ein paralleles Paar ist eine Menge von zwei verschiedenen parallelen
Strecken in diesem Streckenzug. Zeige:

(a) Ist n gerade, dann gibt es stets mindestens ein paralleles Paar.

(b) Ist n ungerade, dann existiert nie genau ein paralleles Paar.



OSM Tour Þnal 2010
premier examen - le 12 mars 2010

Durée: 4 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

1. Trois jetons se trouvent sur des points à coordonnées entières de la droite réelle. A
chaque étape du jeu on choisit deux jetons; on déplace l’un d’entre eux de 1 vers la
droite et l’autre de 1 vers la gauche. Pour quelles positions de départ peut-on trouver
une suite de déplacements permettant d’amener tous les jetons en un seul point?

2. Soit I le centre du cercle inscrit du triangle ABC avec AB != AC . Les côtés BC , CA
et AB sont tangents au cercle inscrit aux points D , E et F respectivement. Soit M le
milieu du segment EF et supposons que la droite AD coupe le cercle inscrit au point
P != D . Montrer que PMID est un quadrilatère inscrit.

3. Soit n un nombre naturel. Déterminer le nombre de paires (a, b) de nombres naturels
telles que

(4a " b)(4b" a) = 2010n.

4. Soient x, y, z > 0 des nombres réels satisfaisant xyz = 1. Montrer l’inégalité

(x + y " 1)2

z
+

(y + z " 1)2

x
+

(z + x " 1)2

y
# x + y + z.

5. On considère les sommets d’un n-gone régulier; en parcourant des côtés et des diago-
nales on les relie entre eux de façon à obtenir un parcours fermé passant exactement
une fois par chaque sommet. Une paire parallèle est un ensemble de deux segments
parallèles appartenant à ce parcours. Prouver les assertions suivantes:

(a) Si n est pair alors il existe au moins une paire parallèle.

(b) Si n est impair alors il n’existe jamais exactement une paire parallèle.

�6�S�`�T�W�P�H�K�L�Z���:�\�P�Z�Z�L�Z���K�L���4�H�[�O�t�T�H�[�P�X�\�L�Z



SMO Finalrunde 2010
zweite Prüfung - 13. März 2010

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

6. Finde alle Funktionen f : R ! R, sodass für alle reellen x, y die folgende Gleichung
erfüllt ist:

f(f(x)) + f(f(y)) = 2y + f(x " y).

7. Seienm,n natürliche Zahlen, sodassm+n+1 prim ist und ein Teiler von 2(m2+n2)" 1.
Zeige, dass m = n gilt.

8. In einem Dorf mit mindestens einem Einwohner gibt es mehrere Vereine. Jeder Einwoh-
ner des Dorfes ist Mitglied in mindestens k Vereinen und je zwei verschiedene Vereine
haben höchstens ein gemeinsames Mitglied. Zeige dass mindestens k dieser Vereine
dieselbe Anzahl Mitglieder haben.

9. Seien k und k! zwei konzentrische Kreise mit Mittelpunkt O. Der Kreis k! sei grösser als
der Kreis k. Eine Gerade durch O schneide k in A und k! in B, sodass O zwischen A und
B liegt. Eine andere Gerade durch O schneidet k in E und k! in F , sodass E zwischen
O und F liegt. Zeige, dass sich der Umkreis von OAE, der Kreis mit Durchmesser AB
und der Kreis mit Durchmesser EF in einem Punkt schneiden.

10. Sei n # 3 und sei P ein konvexes n-Eck. Beweise, dass sich P mit Hilfe von n " 3
sich nicht schneidenden Diagonalen in Dreiecke zerlegen lässt, sodass der Umkreis von
jedem dieser Dreiecke ganz P enthält. Wann existiert genau eine solche Zerlegung?
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OSM Tour final 2010
deuxième examen - le 13 mars 2010

Dur«ee: 4 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

6. Trouver toutes les fonctionsf : R ! R satisfaisant

f (f (x)) + f (f (y)) = 2 y + f (x " y).

pour tous les nombres r«eelsx et y.

7. Soientm et n des nombres naturels. On suppose quem+ n+ 1 est un nombre premier
qui divise 2(m2 + n2) " 1. Montrer quem = n.

8. Dans un village ayant au moins un habitant il existe plusieurs associations. Chaque
habitant du village est membre dÕau moinsk associations et deux associations distinctes
ont au plus un membre en commun. Montrer quÕil existe au moinsk associations qui
ont le möeme nombre de membres.

9. Soient k et k′ deux cercles centr«es en un möeme pointO. On suppose que le cerclek′

est plus grand que le cerclek. Une droite passant parO coupek au point A et k′ au
point B de sorte queO soit entre A et B. Une deuxième droite passant parO coupe
k au point E et k′ au point F de sorte queE soit entreO et F . Montrer que le cercle
circonscrit deOAE, le cercle de diamètreAB et le cercle de diamètreEF ont un point
dÕintersection commun.

10. Soit n # 3 et soitP un n-gone convexe. Montrer que lÕon peut d«ecouperP en triangles
le long den " 3 diagonales qui ne se coupent pas, de telle sorte que le cercle circonscrit
de chaque triangle contienne toutP . Quand une telle d«ecomposition est-elle unique?



n {502, 503, 504, . . . , 2009} n

S n n
S S

p(x)

p(a + b − 2c) + p(b + c − 2a) + p(c + a − 2b) = 3 p(a − b) + 3 p(b − c) + 3 p(c − a)

a, b, c ∈ R

l A B P
a A l b B l l

P a Q b R A BQ
BQ L BR T B AR AR K AQ

S

P T S

P K L

(a, b, p, n) p

a3 + b3 = pn .

n { 502, 503, 504, . . . , 2009} n

S n n
S S

p(x)

p(a + b! 2c) + p(b+ c ! 2a) + p(c + a ! 2b) = 3 p(a ! b) + 3 p(b! c) + 3 p(c ! a)

a, b, c" R

l A B P
a A l b B l l

P a Q b R A BQ
BQ L BR T B AR AR K AQ

S

P T S

P K L

(a, b, p, n) p

a3 + b3 = pn.
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S S

p(x)

p(a + b− 2c) + p(b+ c− 2a) + p(c + a− 2b) = 3 p(a− b) + 3 p(b− c) + 3 p(c− a)

a, b, c∈ R

l A B P a
l A b l B
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BR T AR B AR K AQ S

P T S

P K L

(a, b, p, n) p

a3 + b3 = pn.

n {502, 503, 504, . . . , 2009}
n

S n n
S S

p(x)

p(a + b ! 2c) + p(b + c ! 2a) + p(c + a ! 2b) = 3 p(a ! b) + 3 p(b ! c) + 3 p(c ! a)

a, b, c " R

l A B P a
l A b l B

P l a Q b R BQ A BQ L
BR T AR B AR K AQ S

P T S

P K L

(a, b, p, n) p

a3 + b3 = pn.
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IMO Selektion 2010
erste Prüfung - 8. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ! = (a1, a2, . . . , an) eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n. Die Verwuselung von !
ist die Anzahl Paare (i, j) natürlicher Zahlen mit 1 ≤ i < j ≤ n und aj < ai . Beweise,
dass für jede natürliche Zahl k mit 0 ≤ k ≤

! n
2

"
eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n

mit Verwuselung k existiert.

2. Sei AB ein Durchmesser des Kreises k. Sei t die Tangente an k im Punkt B und seien
C, D zwei Punkte auf t, sodass B zwischen C und D liegt. Die Geraden AC bzw. AD
schneiden k nochmals in den Punkten E bzw. F . Die Geraden DE bzw. CF schneiden
k nochmals in den Punkten G bzw. H. Beweise, dass die Strecken AG und AH dieselbe
Länge haben.

3. Eine natürliche Zahl x heisst gut, falls x das Produkt einer geraden Anzahl (nicht
notwendig verschiedener) Primzahlen ist. Seien a, b natürliche Zahlen und definiere
m(x) = (x + a)(x + b).

(a) Beweise, dass zwei verschiedene natürliche Zahlen a, b existieren, sodass

m(1), m(2), . . . ,m(2010)

alles gute Zahlen sind.

(b) Ist m(x) gut für jede natürliche Zahl x, dann gilt a = b.

IMO Selektion 2010
erste Pr¬ufung - 8. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei! = ( a1, a2, . . . , an) eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n. Die Verwuselungvon !
ist die Anzahl Paare (i, j ) nat¬urlicher Zahlen mit 1 ! i < j ! n und aj < a i. Beweise,
dass f¬ur jede nat¬urliche Zahl k mit 0 ! k !

(
n
2

)
eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n

mit Verwuselung k existiert.

2. SeiAB ein Durchmesser des Kreisesk. Sei t die Tangente ank im Punkt B und seien
C, D zwei Punkte auft, sodassB zwischenC und D liegt. Die GeradenAC bzw. AD
schneidenk nochmals in den PunktenE bzw. F . Die GeradenDE bzw. CF schneiden
k nochmals in den PunktenG bzw. H . Beweise, dass die StreckenAG und AH dieselbe
L¬ange haben.

3. Eine nat¬urliche Zahl x heisst gut, falls x das Produkt einer geraden Anzahl (nicht
notwendig verschiedener) Primzahlen ist. Seiena, b nat¬urliche Zahlen und deÞniere
m(x) = ( x + a)(x + b).

(a) Beweise, dass zwei verschiedene nat¬urliche Zahlena, bexistieren, sodass

m(1), m(2), . . . , m(2010)

alles gute Zahlen sind.

(b) Ist m(x) gut f¬ur jede nat¬urliche Zahl x, dann gilt a = b.

IMO Selektion 2010
erste Prüfung - 8. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ! = (a1, a2, . . . , an) eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n. Die Verwuselungvon !
ist die Anzahl Paare (i, j ) natürlicher Zahlen mit 1 ≤ i < j ≤ n und aj < a i. Beweise,
dass für jede natürliche Zahl k mit 0 ≤ k ≤

!
n
2

"
eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n

mit Verwuselung k existiert.

2. Sei AB ein Durchmesser des Kreises k. Sei t die Tangente an k im Punkt B und seien
C, D zwei Punkte auf t, sodass B zwischen C und D liegt. Die Geraden AC bzw. AD
schneiden k nochmals in den Punkten E bzw. F . Die Geraden DE bzw. CF schneiden
k nochmals in den Punkten G bzw. H . Beweise, dass die Strecken AG und AH dieselbe
Länge haben.

3. Eine natürliche Zahl x heisst gut, falls x das Produkt einer geraden Anzahl (nicht
notwendig verschiedener) Primzahlen ist. Seien a, b natürliche Zahlen und definiere
m(x) = (x + a)(x + b).

(a) Beweise, dass zwei verschiedene natürliche Zahlen a, b existieren, sodass

m(1), m(2), . . . , m(2010)

alles gute Zahlen sind.

(b) Ist m(x) gut für jede natürliche Zahl x, dann gilt a = b.

IMO Selektion 2010
erste Pr¬ufung - 8. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Seiπ = ( a1, a2, . . . , an) eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n. Die Verwuselungvon π
ist die Anzahl Paare (i, j ) nat¬urlicher Zahlen mit 1≤ i < j ≤ n und aj < a i. Beweise,
dass f¬ur jede nat¬urliche Zahl k mit 0 ≤ k ≤

(
n
2

)
eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . . , n

mit Verwuselung k existiert.

2. SeiAB ein Durchmesser des Kreisesk. Sei t die Tangente ank im Punkt B und seien
C, D zwei Punkte auft, sodassB zwischenC und D liegt. Die GeradenAC bzw. AD
schneidenk nochmals in den PunktenE bzw. F . Die GeradenDE bzw. CF schneiden
k nochmals in den PunktenG bzw. H . Beweise, dass die StreckenAG und AH dieselbe
L¬ange haben.

3. Eine nat¬urliche Zahl x heisst gut, falls x das Produkt einer geraden Anzahl (nicht
notwendig verschiedener) Primzahlen ist. Seiena, b nat¬urliche Zahlen und deÞniere
m(x) = ( x + a)(x + b).

(a) Beweise, dass zwei verschiedene nat¬urliche Zahlena, bexistieren, sodass

m(1), m(2), . . . , m(2010)

alles gute Zahlen sind.

(b) Ist m(x) gut f¬ur jede nat¬urliche Zahl x, dann gilt a = b.
IMO Selektion 2010

zweite Pr¬ufung - 9. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Die Punkte X, Y, Z liegen in dieser Reihenfolge auf einer Geraden mit|XY | != |Y Z|.
Seik1 bzw. k2 der Kreis mit DurchmesserXY bzw. Y Z. Die Punkte A1 und B1 bzw.
A2 und B2 liegen aufk1 bzw. k2, sodass

∠A1Y A2 = ∠B1Y B2 = 90◦

gilt. Zeige, dass sich die beiden GeradenA1A2 und B1B2 auf XY schneiden.

5. Sei P eine endliche Menge von Primzahlen und sei! (P ) die gr¬osstm¬ogliche Anzahl
aufeinanderfolgender nat¬urlicher Zahlen, sodass jede dieser Zahlen durch mindestens
eine Primzahl ausP teilbar ist. Beweise die Ungleichung! (P ) " |P | und zeige, dass
genau dann Gleichheit gilt, wenn das kleinste Element vonP gr¬osser ist als|P |.

6. Finde alle positiven reellen L¬osungen (a, b, c, d) der Gleichung

a2 # bd

b + 2c + d
+

b2 # ca

c + 2d + a
+

c2 # db

d + 2a + b
+

d2 # ac

a + 2b + c
= 0 .

IMO Selektion 2010
zweite Pr¬ufung - 9. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Die Punkte X, Y, Z liegen in dieser Reihenfolge auf einer Geraden mit|XY | != |Y Z|.
Sei k1 bzw. k2 der Kreis mit DurchmesserXY bzw. Y Z. Die Punkte A1 und B1 bzw.
A2 und B2 liegen aufk1 bzw. k2, sodass

! A1Y A2 = ! B1Y B2 = 90!

gilt. Zeige, dass sich die beiden GeradenA1A2 und B1B2 auf XY schneiden.

5. Sei P eine endliche Menge von Primzahlen und sei!(P) die gr¬osstm¬ogliche Anzahl
aufeinanderfolgender nat¬urlicher Zahlen, sodass jede dieser Zahlen durch mindestens
eine Primzahl ausP teilbar ist. Beweise die Ungleichung!(P) ≥ |P | und zeige, dass
genau dann Gleichheit gilt, wenn das kleinste Element vonP gr¬osser ist als|P |.

6. Finde alle positiven reellen L¬osungen (a, b, c, d) der Gleichung

a2 − bd
b+ 2c + d

+
b2 − ca

c + 2d + a
+

c2 − db
d + 2a + b

+
d2 − ac

a + 2b+ c
= 0.
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Sélection OIM 2010
Premier examen - 8 Mai 2010

Dur«ee: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

1. Soit π = ( a1, a2, . . . , an) une permutation des nombres 1, 2, . . . , n. La perturbation de
π est le nombre de paires (i, j) avec 1! i < j ! n et aj < ai . Prouver que pour tout
nombre naturelk avec 0! k !

(n
2

)
il existe une permutation des nombres 1, 2, . . . , n

telle que sa perturbation soitk.

2. Soit AB le diamètre du cerclek. Soit t la tangente à k passant par le pointB et
soientC,D deux points surt, de telle manière queB soit entreC et D. La droite AC
(respectivementAD) coupek en un deuxième pointE (respectivementF ). La droite
DE (respectivementCF ) coupe aussik en G (respectivementH). Montrer que les
segmentsAG et AH ont la möeme longueur.

3. Un nombre natureln est dit bon, sÕil est le produit dÕun nombre pair de nombres pre-
miers (non n«ecessairement distincts). Pour deux nombres naturelsa, b, posonsm(x) =
(x + a)(x + b).

(a) Montrer quÕil existe deux nombre naturels distinctsa, b tels que

m(1),m(2), . . . ,m(2010)

sont bons.

(b) Montrer que si m(x) est bon pour tout nombre entierx, alors a = b.
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telle que sa perturbation soitk.
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(b) Montrer que si m(x) est bon pour tout nombre entierx, alors a = b.
S«election OIM 2010

Deuxième examen - 9 Mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

4. Les points X, Y, Z sont dans cet ordre sur une droite et |XY | != |Y Z|. Soient k1 et k2

les cercles de diamètre XY et Y Z respectivement. Les points A1 et B1 resp. A2 et B2

se situent sur k1 resp. k2, de sorte que

! A1Y A2 = ! B1Y B2 = 90! .

Montrer que le point d’intersection des droites A1A2 et B1B2 est sur XY .

5. Soit P un ensemble fini de nombres premiers et a(P) le plus grand nombre possible de
nombres naturels successifs tel que chacun de ses nombres soit divisible par un élément
de P . Montrer l’inégalité a(P) ≥ |P | et que l’égalité se produit si et seulement si le
plus petit élément de P est plus grand que |P |.

6. Trouver toutes les solutions (a, b, c, d) réelles positives de l’égalité

a2 − bd
b+ 2c+ d

+
b2 − ca

c+ 2d+ a
+

c2 − db
d+ 2a+ b

+
d2 − ac

a+ 2b+ c
= 0.
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IMO Selektion 2010
dritte Pr ¬ufung - 23. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. In einem Land gibt es endlich viele St¬adte und endlich viele Strassen. Jede Stras-
se verbindet zwei verschiedene St¬adte und je zwei St¬adte sind durch h¬ochstens eine
Strasse verbunden. Alle Strassen k¬onnen in beide Richtungen befahren werden und
das Strassennetz ist so eingerichtet, dass man jede Stadt von jeder anderen Stadt aus
(m¬oglicherweise¬uber Umwege) erreichen kann. F¬ur jede Stadt gibt es zudem eine ge-
rade Anzahl Strassen, die von dieser Stadt wegf¬uhren.

Die Regierung beschliesst nun, s¬amtliche Strassen zu Einbahnstrassen umzubauen. Dies
soll so geschehen, dass f¬ur jede Stadt die Anzahl herausf¬uhrender Strassen gleich gross
ist wie die Anzahl hineinf¬uhrender Strassen.

(a) Zeige, dass dies stets m¬oglich ist.

(b) Zeige, dass man immer noch jede Stadt von jeder anderen aus erreichen kann,
egal wie die Regierung ihren Plan umsetzt.

8. Finde alle Funktionen f : R ! R, die f¬ur alle reellen x, y die folgende Gleichung
erf¬ullen:

f (x4 + y4) = xf (x3) + y2f (y2).

9. Sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit H¬ohenschnittpunkt H . Eine Gerade durch
H schneideAB bzw. AC in den Punkten D bzw. E, so dass|AD | = |AE | gilt. Die
Winkelhalbierende von! BAC schneide den Umkreis vonADE im Punkt K "= A.
Zeige, dassHK die StreckeBC halbiert.
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Strasse verbunden. Alle Strassen können in beide Richtungen befahren werden und
das Strassennetz ist so eingerichtet, dass man jede Stadt von jeder anderen Stadt aus
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f(x4 + y4) = xf(x3) + y2f(y2).
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Strasse verbunden. Alle Strassen können in beide Richtungen befahren werden und
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(möglicherweise über Umwege) erreichen kann. Für jede Stadt gibt es zudem eine ge-
rade Anzahl Strassen, die von dieser Stadt wegführen.

Die Regierung beschliesst nun, sämtliche Strassen zu Einbahnstrassen umzubauen. Dies
soll so geschehen, dass für jede Stadt die Anzahl herausführender Strassen gleich gross
ist wie die Anzahl hineinführender Strassen.

(a) Zeige, dass dies stets möglich ist.

(b) Zeige, dass man immer noch jede Stadt von jeder anderen aus erreichen kann,
egal wie die Regierung ihren Plan umsetzt.

8. Finde alle Funktionen f : R → R, die für alle reellen x, y die folgende Gleichung
erfüllen:

f (x4 + y4) = xf (x3) + y2f (y2).

9. Sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit Höhenschnittpunkt H . Eine Gerade durch
H schneide AB bzw. AC in den Punkten D bzw. E , so dass |AD | = |AE | gilt. Die
Winkelhalbierende von ! BAC schneide den Umkreis von ADE im Punkt K "= A.
Zeige, dass HK die Strecke BC halbiert.

IMO Selektion 2010
vierte Prüfung - 24. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Sei P ein relles Polynom, sodass für alle reellen x die Gleichung P(x) = P(1 ! x) gilt.
Beweise, dass ein reelles Polynom Q existiert mit

P(x) = Q
(
x(1 ! x)

)
.

11. Finde alle ganzen Zahlen n, sodass 2n + 3n + 6n das Quadrat einer rationalen Zahl ist.

12. Bananen, Äpfel und Orangen sind irgendwie auf 100 Kisten verteilt. Beweise, dass man
51 Kisten auswählen kann, die zusammen mindestens die Hälfte der Früchte von jeder
Sorte enthalten.
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Sélection IMO 2010
Troisième examen - 23 mai 2010

Dur«ee: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

7. Dans un pays, certaines paires de villes sont reli«ees par des rues, qui peuvent öetre
parcourues dans les deux sens. Une ville nÕest jamais reli«ee directement à elle-möeme et
entre deux villes il y a toujours au plus une rue. Le r«eseau routier est conücu de telle
manière à ce que pour toute paire de villes, on puisse passer de lÕune à lÕautre (pas
forc«ement de manière directe). En plus, le nombre de routes qui relie une ville avec
dÕautres est toujours pair.

Le gouvernement a d«ecid«e de reconstuire toutes les rues à sens unique. Cela sera fait
de telle manière à ce que pour chaque ville, le nombre de routes entrantes soit le möeme
que le nombre de routes sortantes.

(a) Montrer que cÕest toujours possible.

(b) Montrer que quelle que soit la manière dont la reconstruction est faite, il sera
possible, pour toute paire de villes, de passer de lÕune à lÕautre.

8. Trouver toutes les fonctionsf : R → R telles que pour toutx, y lÕ«equation suivante est
satisfaite:

f (x4 + y4) = xf (x3) + y2f (y2).

9. Soit ABC un triancle à angle aigu et soitH son orthocentre. Une droite passant parH
a les points dÕintersectionD et E avec les droitesAB et AC respectivement. Supposons
que |AD | = |AE |. Soit K "= A le point dÕintersection de la bissectrice de! BAC avec
le cercle circonscrit du triangleADE . Montrer que HK divise BC en deux parties
«egales.
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7. Dans un pays, certaines paires de villes sont reli«ees par des rues, qui peuvent öetre
parcourues dans les deux sens. Une ville nÕest jamais reli«ee directement à elle-möeme et
entre deux villes il y a toujours au plus une rue. Le r«eseau routier est conücu de telle
manière à ce que pour toute paire de villes, on puisse passer de lÕune à lÕautre (pas
forc«ement de manière directe). En plus, le nombre de routes qui relie une ville avec
dÕautres est toujours pair.

Le gouvernement a d«ecid«e de reconstuire toutes les rues à sens unique. Cela sera fait
de telle manière à ce que pour chaque ville, le nombre de routes entrantes soit le möeme
que le nombre de routes sortantes.

(a) Montrer que cÕest toujours possible.

(b) Montrer que quelle que soit la manière dont la reconstruction est faite, il sera
possible, pour toute paire de villes, de passer de lÕune à lÕautre.

8. Trouver toutes les fonctionsf : R → R telles que pour toutx, y lÕ«equation suivante est
satisfaite:

f (x4 + y4) = xf (x3) + y2f (y2).

9. Soit ABC un triancle à angle aigu et soitH son orthocentre. Une droite passant parH
a les points dÕintersectionD et E avec les droitesAB et AC respectivement. Supposons
que |AD | = |AE |. Soit K "= A le point dÕintersection de la bissectrice de∠BAC avec
le cercle circonscrit du triangleADE . Montrer que HK divise BC en deux parties
«egales.

S«election IMO 2010
Troisième examen - 23 mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

7. Dans un pays, certaines paires de villes sont reliées par des rues, qui peuvent être
parcourues dans les deux sens. Une ville n’est jamais reliée directement à elle-même et
entre deux villes il y a toujours au plus une rue. Le réseau routier est conçu de telle
manière à ce que pour toute paire de villes, on puisse passer de l’une à l’autre (pas
forcément de manière directe). En plus, le nombre de routes qui relie une ville avec
d’autres est toujours pair.

Le gouvernement a décidé de reconstuire toutes les rues à sens unique. Cela sera fait
de telle manière à ce que pour chaque ville, le nombre de routes entrantes soit le même
que le nombre de routes sortantes.

(a) Montrer que c’est toujours possible.

(b) Montrer que quelle que soit la manière dont la reconstruction est faite, il sera
possible, pour toute paire de villes, de passer de l’une à l’autre.

8. Trouver toutes les fonctions f : R → R telles que pour tout x, y l’équation suivante est
satisfaite:

f(x4 + y4) = xf(x3) + y2f(y2).

9. Soit ABC un triancle à angle aigu et soit H son orthocentre. Une droite passant par H
a les points d’intersection D et E avec les droites AB et AC respectivement. Supposons
que |AD| = |AE|. Soit K "= A le point d’intersection de la bissectrice de ! BAC avec
le cercle circonscrit du triangle ADE. Montrer que HK divise BC en deux parties
égales.

Sélection IMO 2010
Troisième examen - 23 mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

7. Dans un pays, certaines paires de villes sont reliées par des rues, qui peuvent être
parcourues dans les deux sens. Une ville n’est jamais reliée directement à elle-même et
entre deux villes il y a toujours au plus une rue. Le réseau routier est conçu de telle
manière à ce que pour toute paire de villes, on puisse passer de l’une à l’autre (pas
forcément de manière directe). En plus, le nombre de routes qui relie une ville avec
d’autres est toujours pair.

Le gouvernement a décidé de reconstuire toutes les rues à sens unique. Cela sera fait
de telle manière à ce que pour chaque ville, le nombre de routes entrantes soit le même
que le nombre de routes sortantes.

(a) Montrer que c’est toujours possible.

(b) Montrer que quelle que soit la manière dont la reconstruction est faite, il sera
possible, pour toute paire de villes, de passer de l’une à l’autre.

8. Trouver toutes les fonctions f : R → R telles que pour tout x, y l’équation suivante est
satisfaite:

f(x4 + y4) = xf(x3) + y2f(y2).

9. Soit ABC un triancle à angle aigu et soit H son orthocentre. Une droite passant par H
a les points d’intersection D et E avec les droites AB et AC respectivement. Supposons
que |AD| = |AE|. Soit K "= A le point d’intersection de la bissectrice de ! BAC avec
le cercle circonscrit du triangle ADE. Montrer que HK divise BC en deux parties
égales. Sélection IMO 2010

Quatrième examen - 24 mai 2010

Dur«ee: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

10. Soit P un polynöome à coe! cients r«eels tel que pour toutx r«eel lÕ«equationP(x) =
P(1 − x) est satisfaite. Montrer quÕil existe un polynöome à coe! cients r«eelsQ tel que

P(x) = Q(x(1 − x)).

11. Trouver tous les nombres entiersn, tels que 2n + 3n + 4n est le carr«e dÕun nombre
rationel.

12. Des bananes, des pommes et des oranges sont r«eparti de manière arbitraire dans 100
boöõtes. Montrer que lÕon peut choisir 51 boöõtes de sorte quÕelles contiennent au moins
la moiti«e des fruits de chaque sorte.

S«election IMO 2010
Quatrième examen - 24 mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

10. Soit P un polynôme à coe! cients réels tel que pour tout x réel l’équation P(x) =
P(1 ! x) est satisfaite. Montrer qu’il existe un polynôme à coe! cients réels Q tel que

P(x) = Q(x(1 ! x)).

11. Trouver tous les nombres entiers n, tels que 2n + 3n + 4n est le carré d’un nombre
rationel.

12. Des bananes, des pommes et des oranges sont réparti de manière arbitraire dans 100
bôıtes. Montrer que l’on peut choisir 51 bôıtes de sorte qu’elles contiennent au moins
la moitié des fruits de chaque sorte.

S«election IMO 2010
Quatrième examen - 24 mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

10. Soit P un polynôme à coefficients réels tel que pour tout x réel l’équation P(x) =
P(1− x) est satisfaite. Montrer qu’il existe un polynôme à coefficients réels Q tel que

P(x) = Q(x(1− x)).

11. Trouver tous les nombres entiers n, tels que 2n + 3n + 4n est le carré d’un nombre
rationel.

12. Des bananes, des pommes et des oranges sont réparti de manière arbitraire dans 100
bôıtes. Montrer que l’on peut choisir 51 bôıtes de sorte qu’elles contiennent au moins
la moitié des fruits de chaque sorte.

S«election IMO 2010
Quatrième examen - 24 mai 2010

Durée: 4.5 heures
Chaque exercice vaut 7 points.

10. Soit P un polynôme à coe! cients réels tel que pour tout x réel l’équation P(x) =
P(1 ! x) est satisfaite. Montrer qu’il existe un polynôme à coe! cients réels Q tel que

P(x) = Q(x(1 ! x)).

11. Trouver tous les nombres entiers n, tels que 2n + 3n + 4n est le carré d’un nombre
rationel.

12. Des bananes, des pommes et des oranges sont réparti de manière arbitraire dans 100
bôıtes. Montrer que l’on peut choisir 51 bôıtes de sorte qu’elles contiennent au moins
la moitié des fruits de chaque sorte.
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Mittwoch, 7. Juli 2010

Aufgabe 1. Man bestimme alle Funktionenf : R ! R, so dass die Gleichung

f ("x#y) = f (x)"f (y)#

fŸr alle x, y $ R gilt. (Hierbei bezeichnet"z# die grš§te ganze Zahl, die nicht grš§er alsz ist.)

Aufgabe 2. Das DreieckABC habe den InkreismittelpunktI und den Umkreis! . Die GeradeAI
schneide! ein zweites Mal im PunktD. Ferner seienE ein Punkt auf dem BogenBDC und F ein
Punkt auf der SeiteBC mit

<) BAF = <) CAE <
1
2
<) BAC.

Schlie§lich seiG der Mittelpunkt der Strecke IF . Man beweise, dass sich die GeradenDG und EI
auf ! schneiden.

Aufgabe 3. Es seiN die Menge der positiven ganzen Zahlen. Man bestimme alle Funktionen
g : N ! N, so dass die Zahl (

g(m) + n
)(
m + g(n)

)

fŸr allem,n $ N eine Quadratzahl ist.

Language: German Arbeitszeit: 4 Stunden und 30 Minuten
Bei jeder Aufgabe kšnnen 7 Punkte erreicht werden.

Language: German

Day: 1

Donnerstag, 8. Juli 2010

Aufgabe 4. Im Inneren des Dreiecks ABC liege der Punkt P . Die Geraden AP , BP und CP
schneiden den Umkreis Γ von ABC jeweils ein zweites Mal in den Punkten K, L bzw. M . Die
Tangente an Γ durch C schneide die Gerade AB in S. Es gelte |SC| = |SP |.
Man beweise |MK| = |ML|.

Aufgabe 5. In jedem von sechs Behältern B1, B2, B3, B4, B5 und B6 befindet sich zu Beginn genau
eine Münze. Es gibt zwei Typen von erlaubten Operationen:

Typ 1 : Man wähle einen nicht-leeren Behälter Bj mit 1 ≤ j ≤ 5 aus. Man entferne eine
Münze aus Bj und füge zum Behälter Bj +1 zwei Münzen hinzu.

Typ 2 : Man wähle einen nicht-leeren Behälter Bk mit 1 ≤ k ≤ 4 aus. Man entferne eine
Münze aus Bk und vertausche die Inhalte der (möglicherweise leeren) Behälter Bk+1

und Bk+2 .

Man entscheide, ob es eine endliche Folge von solchen Operationen gibt, nach deren Ausführung die
ersten fünf Behälter B1, B2, B3, B4 und B5 leer sind und der sechste Behälter B6 genau 201020102010

Münzen enthält. (Man beachte: abc
= a(bc) .)

Aufgabe 6. Es sei a1, a2, a3, . . . eine Folge positiver reeller Zahlen. Ferner sei s eine positive ganze
Zahl, so dass

an = max { ak + an−k | 1 ≤ k ≤ n− 1 }

für alle n > s gilt. Man beweise, dass es positive ganze Zahlen N und ! mit ! ≤ s derart gibt, dass
an = a! + an−! für alle n ≥ N gilt.

Language: German Arbeitszeit: 4 Stunden und 30 Minuten
Bei jeder Aufgabe kšnnen 7 Punkte erreicht werden.

Language: German

Day: 2
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Mercredi 7 juillet 2010

Probl•me 1. DŽterminer toutes les fonctionsf : R → R telles que, pour tousx, y ∈ R :

f #x$y = f (x) f (y) .

(On note #z$ le plus grand entier infŽrieur ou Žgal ẑ.)

Probl•me 2. Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangleABC et soit ! son cercle circonscrit.
La droite (AI ) recoupe! en D. Soit E un point de lÕarcBDC et F un point du c™tŽ[BC ] tels que

BAF = CAE < 1
2BAC.

Soit enÞnG le milieu du segment[IF ].
Montrer que les droites(DG) and (EI ) se coupent en un point de! .

Probl•me 3. N! dŽsigne lÕensemble des entiers strictement positifs.
DŽterminer toutes les fonctionsg: N! → N! telles que, pour tousm, n ∈ N! ,

g(m) + n m + g(n)

soit un carrŽ parfait.

Language: French DurŽe : 4 heures et 30 minutes
Chaque probl•me vaut 7 points

Language: French

Day: 1

Jeudi 8 juillet 2010

Problème 4. Soit P un point intŽrieur au triangle ABC. Les droites (AP ), (BP ) et (CP )
recoupentΓ, cercle circonscrit au triangleABC, respectivement aux pointsK, L et M . La tangente
enC ˆ Γ coupe la droite(AB) en S. On suppose queSC = SP .

Montrer que MK = ML.

Problème 5. Au dŽbut, chacune des six bo”tesB1, B2, B3, B4, B5, B6 contient un jeton. Deux types
dÕopŽration sont possibles :

Type 1 : Choisir une bo”te non videBj avec1 ! j ! 5 ; ™ter un jeton de la bo”teBj et ajouter
deux jetons ˆ la bo”teBj+1.

Type 2 : Choisir une bo”te non videBk avec 1 ! k ! 4 ; ™ter un jeton de la bo”teBk et
Žchanger les contenus des bo”tes (Žventuellement vides)Bk+1 et Bk+2.

Est-il possible, ˆ la suite dÕun nombre Þni de telles opŽrations, que les bo”tesB1, B2, B3, B4, B5 soient
vides et que la bo”teB6 contienne exactement20102010

2010
jetons ? (Noter queab

c
= a(b

c).)

Problème 6. Soit a1, a2, a3, . . . une suite de nombres rŽels strictement positifs. On suppose quÕil
existe un entiers strictement positif tel que, pour tout n > s, on ait :

an = max{ ak + an−k | 1 ! k ! n− 1} .

Montrer quÕil existe des entiers strictement positifs! et N , avec! ! s, tels que, pour toutn " N :

an = a! + an−!.

Language: French Durée : 4 heures et 30 minutes
Chaque problème vaut 7 points

Language: French

Day: 2
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language: German
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4. Mitteleuropäische
Mathematikolympiade

Einzelwettbewerb
11. September 2010

Aufgabe I-1.
Man bestimme alle Funktionenf : R → R, sodass f¬ur allex, y ∈ R gilt:

f (x + y) + f (x)f (y) = f (xy) + ( y + 1) f (x) + ( x + 1) f (y) .

Aufgabe I-2.
Alle positiven Teiler einer positiven ganzen ZahlN stehen an einer Tafel. Zwei PersonenA und
B spielen das folgende Spiel, bei dem sie abwechselnd ziehen. Im ersten Zug l¬oscht SpielerA
die Zahl N . Wenn die zuletzt gel¬oschte Zahld war, dann l¬oscht der n¬achste Spieler entweder
einen Teiler oder ein Vielfaches vond. Der Spieler, der keinen Zug mehr machen kann, verliert.
Man bestimme alle ZahlenN , f¬ur die der SpielerA immer gewinnen kann, unabh¬angig davon,
wie B zieht.

Aufgabe I-3.
Gegeben sei ein SehnenviereckABCD mit einem Punkt E auf der DiagonalenAC , sodass
AD = AE und CB = CE . Sei M der Mittelpunkt des Umkreisesk des DreiecksBDE . Der
Kreis k schneide die GeradeAC in E und F .
Man zeige, dass die GeradenFM , AD und BC einander in einem Punkt schneiden.

Aufgabe I-4.
Man bestimme alle positiven ganzen Zahlenn, die die folgenden beiden Bedingungen erf¬ullen:

(a) n hat mindestens vier verschiedene positive Teiler.

(b) F¬ur alle Teiler a und b von n mit 1 < a < b < n teilt die Zahl b − a ebenfallsn.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45Minuten
Bei jeder Aufgabe können 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben hängt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.
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Aufgabe T-1.
Gegeben seien drei streng monoton wachsende Folgen

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

positiver ganzer Zahlen. Jede positive ganze Zahl ist in genau einer dieser drei Folgen enthalten.
Für jede positive ganze Zahl n gelten die folgenden Bedingungen:

(a) can = bn + 1;

(b) an+1 > bn;

(c) Die Zahl cn+1 cn ! (n + 1)cn+1 ! ncn ist gerade.

Man bestimme a2010, b2010 und c2010.

Aufgabe T-2.
Für jede ganze Zahl n " 2 bestimme man die größte reelle Konstante Cn, sodass für alle
positiven reellen Zahlen a1, . . . , an gilt:

a2
1 + · · · + a2

n

n
"

!
a1 + · · · + an

n

" 2

+ Cn · (a1 ! an)2 .

Aufgabe T-3.
In jeder Ecke eines regelmäßigen n-Ecks steht eine Burg. Im gleichen Moment schießt jede
Burg auf eine der beiden nächstgelegenen Burgen (und trifft). Das Ergebnis des Schießens ist
die Menge der getroffenen Burgen. Wir unterscheiden nicht, ob eine Burg ein oder zwei Mal
getroffen wurde. Sei P (n) die Anzahl der möglichen Ergebnisse des Schießens.
Man beweise, dass für jede positive ganze Zahl k " 3 die Zahlen P (k) und P (k +1) teilerfremd
sind.

Aufgabe T-4.
Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Quadrat ABCD ist unterteilt in n2 Einheitsquadrate. Jedes
davon wird von der Diagonalen parallel zu BD in zwei Dreiecke zerlegt. Einige der Ecken
der Einheitsquadrate werden rot gefärbt, sodass jedes der 2n2 Dreiecke mindestens einen roten
Eckpunkt hat.
Man bestimme, wie viele rote Eckpunkte mindestens benötigt werden.
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Aufgabe I-1.
Man bestimme alle Funktionen f : R → R, sodass für alle x, y ∈ R gilt:

f (x + y) + f (x)f (y) = f (xy) + (y + 1)f (x) + (x + 1)f (y) .

Aufgabe I-2.
Alle positiven Teiler einer positiven ganzen Zahl N stehen an einer Tafel. Zwei Personen A und
B spielen das folgende Spiel, bei dem sie abwechselnd ziehen. Im ersten Zug löscht Spieler A
die Zahl N . Wenn die zuletzt gelöschte Zahl d war, dann löscht der nächste Spieler entweder
einen Teiler oder ein Vielfaches von d. Der Spieler, der keinen Zug mehr machen kann, verliert.
Man bestimme alle Zahlen N , für die der Spieler A immer gewinnen kann, unabhängig davon,
wie B zieht.

Aufgabe I-3.
Gegeben sei ein Sehnenviereck ABCD mit einem Punkt E auf der Diagonalen AC , sodass
AD = AE und CB = CE . Sei M der Mittelpunkt des Umkreises k des Dreiecks BDE . Der
Kreis k schneide die Gerade AC in E und F .
Man zeige, dass die Geraden FM , AD und BC einander in einem Punkt schneiden.

Aufgabe I-4.
Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n, die die folgenden beiden Bedingungen erfüllen:

(a) n hat mindestens vier verschiedene positive Teiler.

(b) Für alle Teiler a und b von n mit 1 < a < b < n teilt die Zahl b− a ebenfalls n.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45Minuten
Bei jeder Aufgabe können 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben hängt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.
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Aufgabe T-1.
Gegeben seien drei streng monoton wachsende Folgen

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

positiver ganzer Zahlen. Jede positive ganze Zahl ist in genau einer dieser drei Folgen enthalten.
Für jede positive ganze Zahl n gelten die folgenden Bedingungen:

(a) can = bn + 1;

(b) an+1 > bn;

(c) Die Zahl cn+1cn − (n + 1)cn+1 − ncn ist gerade.

Man bestimme a2010, b2010 und c2010.

Aufgabe T-2.
Für jede ganze Zahl n ≥ 2 bestimme man die größte reelle Konstante Cn, sodass für alle
positiven reellen Zahlen a1, . . . , an gilt:

a2
1 + · · · + a2

n

n
≥

!
a1 + · · · + an

n

" 2

+ Cn · (a1 − an)2 .

Aufgabe T-3.
In jeder Ecke eines regelmäßigen n-Ecks steht eine Burg. Im gleichen Moment schießt jede
Burg auf eine der beiden nächstgelegenen Burgen (und trifft). Das Ergebnis des Schießens ist
die Menge der getroffenen Burgen. Wir unterscheiden nicht, ob eine Burg ein oder zwei Mal
getroffen wurde. Sei P (n) die Anzahl der möglichen Ergebnisse des Schießens.
Man beweise, dass für jede positive ganze Zahl k ≥ 3 die Zahlen P (k) und P (k +1) teilerfremd
sind.

Aufgabe T-4.
Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Quadrat ABCD ist unterteilt in n2 Einheitsquadrate. Jedes
davon wird von der Diagonalen parallel zu BD in zwei Dreiecke zerlegt. Einige der Ecken
der Einheitsquadrate werden rot gefärbt, sodass jedes der 2n2 Dreiecke mindestens einen roten
Eckpunkt hat.
Man bestimme, wie viele rote Eckpunkte mindestens benötigt werden.
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Problème I-1.
Trouvez toutes les fonctions f : R ! R tel que pour tout x, y " R, nous avons

f(x+ y) + f(x)f(y) = f(xy) + (y + 1)f(x) + (x+ 1)f(y).

Problème I-2.
Tous les diviseurs positifs d’un entier positif N sont écrits sur un tableau noir. Deux joueurs
A et B jouent au jeu suivant jouant un coup chacun leur tour. Lors du premier coup, le joueur
A efface N . Si le nombre qui vient d’être effacé est d, le joueur suivant peut effacer soit un
diviseur, soit un multiple de d. Le joueur qui ne peut plus effacer de nombre, perd la partie.
Déterminez tous les nombres N pour lesquels A peut gagner, indépendamment des coups joués
par B.

Problème I-3.
Soit ABCD un quadrilatère inscrit et E un point sur la diagonale AC tel que AD = AE et
CB = CE. Soit M le centre du cercle k, circoncrisant le triangle BDE. Le cercle k coupe le
segment AC en E et F . Prouvez que les segments FM , AD, et BC se coupent en un même
point.

Problème I-4.
Trouvez tous les entiers positifs n qui satisfont les deux conditions suivantes:

(i) n possède au moins quatres différents diviseurs positifs;

(ii) pour n’importe quels diviseurs a et b de n qui satisfont 1 < a < b < n, le nombre b # a
divise n.

Temps: 5 heures
Temps pour poser des questions: 45 min
Chaque problème vaut 8 points.
LÕordre des problèmes nÕest pas repr«esentatif de leurs di! cult«e.
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Problème T-1.
Trois suites strictement croissantes

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

d’entiers positifs sont données. Chaque entier positif appartient à exactement une des trois
suites. Pour chaque entier positif n, les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) can = bn + 1;

(ii) an+1 > bn;

(iii) le nombre cn+1 cn ! (n+ 1)cn+1 ! ncn est divisible par 2.

Trouvez a2010, b2010, et c2010.

Problème T-2.
Déterminez pour chaque entier n " 2 la plus grande constante Cn, tel que pour tous les nombres
réels positifs a1, . . . , an, nous avons

a2
1 + · · ·+ a2

n

n
"

!
a1 + · · ·+ an

n

" 2

+ Cn · (a1 ! an)
2.

Problème T-3.
Il y a une forteresse dans chaque coin d’un polygône régulier à n côtés. Au même moment,
chaque forteresse tire et touche une des deux forteresses les plus proches. Le r«esultat du tir est
défini comme l’ensemble des forteresses touchées. Nous ne distinguons pas si une forteresse a
été touchée une ou deux fois. Soit P (n) le nombre de résultat possibles du tir. Prouvez que
pour chaque entier positif k " 3, P (k) et P (k + 1) sont premiers entre eux.

Problème T-4.
Soit n un entier positif. Un carré ABCD est partagé en n2 carrés unitaires. Chaque carré
unitaire est divisé en deux triangles par sa diagonale parallèle à BD. Certains coins des carrés
unitaires sont coloriés en rouge de tel manière que chacun des 2n2 triangles contient au moins
un coin rouge. Trouvez le plus petit nombre de coins rouges.
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Problème I-1.
Trouvez toutes les fonctions f : R ! R tel que pour tout x, y " R, nous avons

f (x + y) + f (x)f (y) = f (xy) + (y + 1)f (x) + (x + 1)f (y).

Problème I-2.
Tous les diviseurs positifs d’un entier positif N sont écrits sur un tableau noir. Deux joueurs
A et B jouent au jeu suivant jouant un coup chacun leur tour. Lors du premier coup, le joueur
A e! ace N . Si le nombre qui vient d’être e! acé est d, le joueur suivant peut e! acer soit un
diviseur, soit un multiple de d. Le joueur qui ne peut plus e! acer de nombre, perd la partie.
Déterminez tous les nombres N pour lesquels A peut gagner, indépendamment des coups joués
par B .

Problème I-3.
Soit ABCD un quadrilatère inscrit et E un point sur la diagonale AC tel que AD = AE et
CB = CE . Soit M le centre du cercle k, circoncrisant le triangle BDE . Le cercle k coupe le
segment AC en E et F . Prouvez que les segments FM , AD , et BC se coupent en un même
point.

Problème I-4.
Trouvez tous les entiers positifs n qui satisfont les deux conditions suivantes:

(i) n possède au moins quatres di! érents diviseurs positifs;

(ii) pour n’importe quels diviseurs a et b de n qui satisfont 1 < a < b < n , le nombre b# a
divise n.

Temps: 5 heures
Temps pour poser des questions: 45 min
Chaque problème vaut 8 points.
LÕordre des problèmes nÕest pas repr«esentatif de leurs difficult«e.
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Problème T-1.
Trois suites strictement croissantes

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

dÕentiers positifs sont donn«ees. Chaque entier positif appartient à exactement une des trois
suites. Pour chaque entier positifn, les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) can = bn + 1;

(ii) an+1 > bn ;

(iii) le nombre cn+1cn ! (n + 1) cn+1 ! ncn est divisible par 2.

Trouvez a2010, b2010, et c2010.

Problème T-2.
D«eterminez pour chaque entiern " 2 la plus grande constanteCn , tel que pour tous les nombres
r«eels positifsa1, . . . , an , nous avons

a21 + · · · + a2n
n

"
!
a1 + · · · + an

n

" 2

+ Cn · (a1 ! an)2.

Problème T-3.
Il y a une forteresse dans chaque coin dÕun polygöone r«egulier àn cöot«es. Au möeme moment,
chaque forteresse tire et touche une des deux forteresses les plus proches. Lerésultat du tir est
d«eÞni comme lÕensemble des forteresses touch«ees. Nous ne distinguons pas si une forteresse a
«et«e touch«ee une ou deux fois. SoitP (n) le nombre de r«esultat possibles du tir. Prouvez que
pour chaque entier positifk " 3, P (k) et P (k + 1) sont premiers entre eux.

Problème T-4.
Soit n un entier positif. Un carr«eABCD est partag«e enn2 carr«es unitaires. Chaque carr«e
unitaire est divis«e en deux triangles par sa diagonale parallèle àBD. Certains coins des carr«es
unitaires sont colori«es en rouge de tel manière que chacun des 2n2 triangles contient au moins
un coin rouge. Trouvez le plus petit nombre de coins rouges.
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Aufgabe T-1.
Gegeben seien drei streng monoton wachsende Folgen

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

positiver ganzer Zahlen. Jede positive ganze Zahl ist in genau einer dieser drei Folgen enthalten.
F¬ur jede positive ganze Zahln gelten die folgenden Bedingungen:

(a) can = bn + 1;

(b) an+1 > bn;

(c) Die Zahl cn+1 cn − (n + 1) cn+1 − ncn ist gerade.

Man bestimmea2010, b2010 und c2010.

Aufgabe T-2.
F¬ur jede ganze Zahln ≥ 2 bestimme man die gr¬o§te reelle KonstanteCn, sodass f¬ur alle
positiven reellen Zahlena1, . . . , an gilt:

a2
1 + á á á+ a2

n

n
≥

(
a1 + á á á+ an

n

)2

+ Cn á(a1 − an)2 .

Aufgabe T-3.
In jeder Ecke eines regelm¬a§igenn-Ecks steht eine Burg. Im gleichen Moment schie§t jede
Burg auf eine der beiden n¬achstgelegenen Burgen (und tri! t). Das Ergebnis des Schießens ist
die Menge der getro! enen Burgen. Wir unterscheiden nicht, ob eine Burg ein oder zwei Mal
getro! en wurde. SeiP(n) die Anzahl der m¬oglichen Ergebnisse des Schie§ens.
Man beweise, dass f¬ur jede positive ganze Zahlk ≥ 3 die ZahlenP(k) und P(k + 1) teilerfremd
sind.

Aufgabe T-4.
Sein eine positive ganze Zahl. Ein QuadratABCD ist unterteilt in n2 Einheitsquadrate. Jedes
davon wird von der Diagonalen parallel zuBD in zwei Dreiecke zerlegt. Einige der Ecken
der Einheitsquadrate werden rot gef¬arbt, sodass jedes der 2n2 Dreiecke mindestens einen roten
Eckpunkt hat.
Man bestimme, wie viele rote Eckpunkte mindestens ben¬otigt werden.
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Aufgabe T-1.
Gegeben seien drei streng monoton wachsende Folgen

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

positiver ganzer Zahlen. Jede positive ganze Zahl ist in genau einer dieser drei Folgen enthalten.
Für jede positive ganze Zahl n gelten die folgenden Bedingungen:

(a) can = bn + 1;

(b) an+1 > bn ;

(c) Die Zahl cn+1 cn − (n + 1)cn+1 − ncn ist gerade.

Man bestimme a2010, b2010 und c2010.

Aufgabe T-2.
Für jede ganze Zahl n ≥ 2 bestimme man die größte reelle Konstante Cn , sodass für alle
positiven reellen Zahlen a1, . . . , an gilt:

a2
1 + á á á+ a2

n

n
≥

(
a1 + á á á+ an

n

)2

+ Cn á(a1 − an)2 .

Aufgabe T-3.
In jeder Ecke eines regelmäßigen n-Ecks steht eine Burg. Im gleichen Moment schießt jede
Burg auf eine der beiden nächstgelegenen Burgen (und tri! t). Das Ergebnis des Schie§ensist
die Menge der getro! enen Burgen. Wir unterscheiden nicht, ob eine Burg ein oder zwei Mal
getro! en wurde. Sei P(n) die Anzahl der möglichen Ergebnisse des Schießens.
Man beweise, dass für jede positive ganze Zahl k ≥ 3 die Zahlen P(k) und P(k +1) teilerfremd
sind.

Aufgabe T-4.
Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Quadrat ABCD ist unterteilt in n2 Einheitsquadrate. Jedes
davon wird von der Diagonalen parallel zu BD in zwei Dreiecke zerlegt. Einige der Ecken
der Einheitsquadrate werden rot gefärbt, sodass jedes der 2n2 Dreiecke mindestens einen roten
Eckpunkt hat.
Man bestimme, wie viele rote Eckpunkte mindestens benötigt werden.
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Aufgabe T-1.
Gegeben seien drei streng monoton wachsende Folgen

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

positiver ganzer Zahlen. Jede positive ganze Zahl ist in genau einer dieser drei Folgen enthalten.
Für jede positive ganze Zahl n gelten die folgenden Bedingungen:

(a) can = bn + 1;

(b) an+1 > bn ;

(c) Die Zahl cn+1 cn − (n + 1)cn+1 − ncn ist gerade.

Man bestimme a2010, b2010 und c2010.

Aufgabe T-2.
Für jede ganze Zahl n ≥ 2 bestimme man die größte reelle Konstante Cn , sodass für alle
positiven reellen Zahlen a1, . . . , an gilt:

a2
1 + á á á+ a2

n

n
≥

!
a1 + á á á+ an

n

" 2

+ Cn á(a1 − an)2 .

Aufgabe T-3.
In jeder Ecke eines regelmäßigen n-Ecks steht eine Burg. Im gleichen Moment schießt jede
Burg auf eine der beiden nächstgelegenen Burgen (und trifft). Das Ergebnis des Schießens ist
die Menge der getroffenen Burgen. Wir unterscheiden nicht, ob eine Burg ein oder zwei Mal
getroffen wurde. Sei P (n) die Anzahl der möglichen Ergebnisse des Schießens.
Man beweise, dass für jede positive ganze Zahl k ≥ 3 die Zahlen P (k) und P (k +1) teilerfremd
sind.

Aufgabe T-4.
Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Quadrat ABCD ist unterteilt in n2 Einheitsquadrate. Jedes
davon wird von der Diagonalen parallel zu BD in zwei Dreiecke zerlegt. Einige der Ecken
der Einheitsquadrate werden rot gefärbt, sodass jedes der 2n2 Dreiecke mindestens einen roten
Eckpunkt hat.
Man bestimme, wie viele rote Eckpunkte mindestens benötigt werden.

Aufgabe T-5.
Der Inkreis des DreiecksABC ber¬uhrt die SeitenBC , CA und AB in den Punkten D, E bzw.
F . SeiK der zu D bez¬uglich des Inkreismittelpunktes symmetrische Punkt. Die GeradenDE
und FK schneiden einander inS.
Man zeige, dassAS parallel zu BC ist.

Aufgabe T-6.
SeienA, B, C, D, E Punkte, sodassABCD ein Sehnenviereck ist undABDE ein Parallelo-
gramm. Die DiagonalenAC und BD schneiden einander inS, und die StrahlenAB und DC
schneiden einander inF .
Man zeige, dass! AFS = ! ECD.

Aufgabe T-7.
F¬ur eine nichtnegative ganze Zahln seian die positive ganze Zahl mit der Dezimaldarstellung

1 0. . . 0! "# $
n

2 0. . . 0! "# $
n

2 0. . . 0! "# $
n

1 .

Man zeige, dassan
3 immer Summe zweier positiver Kubikzahlen, aber nie Summe zweier

Quadratzahlen ist.

Aufgabe T-8.
Gegeben sei eine positive ganze Zahln, die keine Zweierpotenz ist. Man zeige, dass eine positive
ganze Zahlm existiert, die die folgenden beiden Eigenschaften hat:

(a) m ist das Produkt zweier aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.

(b) Die Dezimaldarstellung der Zahlm besteht aus zwei identischen Zi! ernbl¬ocken zu jen
Zi! ern.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45 Minuten
Bei jeder Aufgabe k¬onnen 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben h¬angt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.

Aufgabe T-5.
Der Inkreis des Dreiecks ABC berührt die Seiten BC , CA und AB in den Punkten D , E bzw.
F . Sei K der zu D bezüglich des Inkreismittelpunktes symmetrische Punkt. Die Geraden DE
und FK schneiden einander in S.
Man zeige, dass AS parallel zu BC ist.

Aufgabe T-6.
Seien A, B , C, D , E Punkte, sodass ABCD ein Sehnenviereck ist und ABDE ein Parallelo-
gramm. Die Diagonalen AC und BD schneiden einander in S, und die Strahlen AB und DC
schneiden einander in F .
Man zeige, dass ! AFS = ! ECD .

Aufgabe T-7.
Für eine nichtnegative ganze Zahl n sei an die positive ganze Zahl mit der Dezimaldarstellung

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

1 .

Man zeige, dass an
3 immer Summe zweier positiver Kubikzahlen, aber nie Summe zweier

Quadratzahlen ist.

Aufgabe T-8.
Gegeben sei eine positive ganze Zahl n, die keine Zweierpotenz ist. Man zeige, dass eine positive
ganze Zahl m existiert, die die folgenden beiden Eigenschaften hat:

(a) m ist das Produkt zweier aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.

(b) Die Dezimaldarstellung der Zahl m besteht aus zwei identischen Ziffernblöcken zu je n
Ziffern.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45Minuten
Bei jeder Aufgabe können 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben hängt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.

Aufgabe T-5.
Der Inkreis des Dreiecks ABC berührt die Seiten BC , CA und AB in den Punkten D , E bzw.
F . Sei K der zu D bezüglich des Inkreismittelpunktes symmetrische Punkt. Die Geraden DE
und FK schneiden einander in S.
Man zeige, dass AS parallel zu BC ist.

Aufgabe T-6.
Seien A, B , C, D , E Punkte, sodass ABCD ein Sehnenviereck ist und ABDE ein Parallelo-
gramm. Die Diagonalen AC und BD schneiden einander in S, und die Strahlen AB und DC
schneiden einander in F .
Man zeige, dass !AFS = !ECD .

Aufgabe T-7.
Für eine nichtnegative ganze Zahl n sei an die positive ganze Zahl mit der Dezimaldarstellung

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

1 .

Man zeige, dass an
3 immer Summe zweier positiver Kubikzahlen, aber nie Summe zweier

Quadratzahlen ist.

Aufgabe T-8.
Gegeben sei eine positive ganze Zahl n, die keine Zweierpotenz ist. Man zeige, dass eine positive
ganze Zahl m existiert, die die folgenden beiden Eigenschaften hat:

(a) m ist das Produkt zweier aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.

(b) Die Dezimaldarstellung der Zahl m besteht aus zwei identischen Zi! ernblöcken zu je n
Zi! ern.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45 Minuten
Bei jeder Aufgabe k¬onnen 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben h¬angt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.

Aufgabe T-5.
Der Inkreis des DreiecksABC ber¬uhrt die SeitenBC , CA und AB in den Punkten D, E bzw.
F . SeiK der zu D bez¬uglich des Inkreismittelpunktes symmetrische Punkt. Die GeradenDE
und FK schneiden einander inS.
Man zeige, dassAS parallel zu BC ist.

Aufgabe T-6.
SeienA, B , C, D, E Punkte, sodassABCD ein Sehnenviereck ist undABDE ein Parallelo-
gramm. Die DiagonalenAC und BD schneiden einander inS, und die StrahlenAB und DC
schneiden einander inF .
Man zeige, dass!AFS = !ECD .

Aufgabe T-7.
F¬ur eine nichtnegative ganze Zahln sei an die positive ganze Zahl mit der Dezimaldarstellung

1 0. . . 0! "# $
n

2 0. . . 0! "# $
n

2 0. . . 0! "# $
n

1 .

Man zeige, dassan
3 immer Summe zweier positiver Kubikzahlen, aber nie Summe zweier

Quadratzahlen ist.

Aufgabe T-8.
Gegeben sei eine positive ganze Zahln, die keine Zweierpotenz ist. Man zeige, dass eine positive
ganze Zahlm existiert, die die folgenden beiden Eigenschaften hat:

(a) m ist das Produkt zweier aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.

(b) Die Dezimaldarstellung der Zahlm besteht aus zwei identischen Ziffernbl¬ocken zu jen
Ziffern.

Arbeitszeit: 5 Stunden
Fragezeit: 45 Minuten
Bei jeder Aufgabe k¬onnen 8 Punkte erreicht werden.
Die Reihenfolge der Aufgaben h¬angt nicht von ihrem Schwierigkeitsgrad ab.
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Problème T-1.
Trois suites strictement croissantes

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

d’entiers positifs sont données. Chaque entier positif appartient à exactement une des trois
suites. Pour chaque entier positif n, les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) can = bn + 1;

(ii) an+1 > bn ;

(iii) le nombre cn+1 cn ! (n+ 1)cn+1 ! ncn est divisible par 2.

Trouvez a2010, b2010, et c2010.

Problème T-2.
Déterminez pour chaque entier n " 2 la plus grande constante Cn , tel que pour tous les nombres
réels positifs a1, . . . , an , nous avons

a2
1 + á á á+ a2

n

n
"

!
a1 + á á á+ an

n

" 2

+ Cn á(a1 ! an)
2.

Problème T-3.
Il y a une forteresse dans chaque coin d’un polygône régulier à n côtés. Au même moment,
chaque forteresse tire et touche une des deux forteresses les plus proches. Le r«esultat du tir est
défini comme l’ensemble des forteresses touchées. Nous ne distinguons pas si une forteresse a
été touchée une ou deux fois. Soit P (n) le nombre de résultat possibles du tir. Prouvez que
pour chaque entier positif k " 3, P (k) et P (k + 1) sont premiers entre eux.

Problème T-4.
Soit n un entier positif. Un carré ABCD est partagé en n2 carrés unitaires. Chaque carré
unitaire est divisé en deux triangles par sa diagonale parallèle à BD. Certains coins des carrés
unitaires sont coloriés en rouge de tel manière que chacun des 2n2 triangles contient au moins
un coin rouge. Trouvez le plus petit nombre de coins rouges.

language: French

FO
UR

TH
M

ID
DL

E

EUROPEAN M
ATHEM

ATICAL
OLYM

PIAD

STRE! NO
SLOVAKIA 2010

4th Middle European Mathematical
Olympiad

Comp«etition par «equipe
12 Septembre 2010

Problème T-1.
Trois suites strictement croissantes

a1, a2, a3, . . . , b1, b2, b3, . . . , c1, c2, c3, . . .

d’entiers positifs sont données. Chaque entier positif appartient à exactement une des trois
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suites. Pour chaque entier positif n, les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) can = bn + 1;
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(iii) le nombre cn+1cn ! (n+ 1)cn+1 ! ncn est divisible par 2.
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Problème T-2.
Déterminez pour chaque entier n " 2 la plus grande constante Cn , tel que pour tous les nombres
réels positifs a1, . . . , an , nous avons

a21 + · · ·+ a2n
n
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a1 + · · ·+ an

n

" 2

+ Cn · (a1 ! an)
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Problème T-3.
Il y a une forteresse dans chaque coin d’un polygône régulier à n côtés. Au même moment,
chaque forteresse tire et touche une des deux forteresses les plus proches. Le résultat du tir est
défini comme l’ensemble des forteresses touchées. Nous ne distinguons pas si une forteresse a
été touchée une ou deux fois. Soit P (n) le nombre de résultat possibles du tir. Prouvez que
pour chaque entier positif k " 3, P (k) et P (k + 1) sont premiers entre eux.

Problème T-4.
Soit n un entier positif. Un carré ABCD est partagé en n2 carrés unitaires. Chaque carré
unitaire est divisé en deux triangles par sa diagonale parallèle à BD. Certains coins des carrés
unitaires sont coloriés en rouge de tel manière que chacun des 2n2 triangles contient au moins
un coin rouge. Trouvez le plus petit nombre de coins rouges.

Problème T-5.
Le cercle inscrit du triangle ABC touche les côtés BC, CA, et AB respectivement en D, E, et
F . Soit K le point simétrique à D par apport au centre du cercle. Les segments DE et FK se
coupent en S. Prouvez que AS est parallèle à BC.

Problème T-6.
Soit A, B, C, D, E cinq points tel que ABCD est un quadrilatère inscrit et ABDE un
paralélogramme. Les diagonales AC et BD se coupent en S et les demi-droite AB et DC en
F . Prouvez que ! AFS = ! ECD.

Problème T-7.
Pour un entier non négatif n, an est défini comme un entier positif avec la représentation
décimale suivante

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

1.

Prouvez que an/3 est toujours la somme de deux cubes positifs et parfaits, mais jamais la
somme de deux carrés parfaits.

Problème T-8.
Soit n un entier positif, qui n’est pas une puissance de 2. Prouvez qu’il existe un entier positif
m ayant les propriétés suivantes:

(i) m est le produit de deux entiers positifs successifs;

(ii) la représentation décimale de m est composée des deux blocs identiques de n chiffres.

Temps: 5 heures
Temps pour poser des questions: 45min
Chaque problème vaut 8 points.
L’ordre des problèmes n’est pas représentatif de leurs di! culté.

Problème T-5.
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Problème T-5.
Le cercle inscrit du triangleABC touche les cöot«esBC, CA, et AB respectivement enD, E, et
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